
Czas pracy: 4 godziny i 30 minut.
Pytania można zadawać w cia̧gu pocza̧tkowych 30 minut.
Dopuszczalne jest posiadanie jedynie przyborów do pisania i rysowania.

Zadanie 1. Niech n bȩdzie dodatnia̧ liczba̧ całkowita̧. Z tabeli

0 1 · · · n− 1
n n+ 1 · · · 2n− 1
...

...
. . .

...
(n− 1)n (n− 1)n+ 1 · · · n2 − 1

należy wybrać n liczb w taki sposób, aby żadne dwie nie leżały w tej samej kolumnie ani w tym
samym wierszu. Znajdź najwiȩksza̧ możliwa̧ wartość iloczynu tych n liczb.

Zadanie 2. Liczby całkowite x1, x2, . . . , xk, y1, y2, . . . , yn sa̧ parami różne, przy czym k, n ≥ 1.
Wielomian P o współczynnikach całkowitych spełnia

P (x1) = P (x2) = . . . = P (xk) = 54

oraz
P (y1) = P (y2) = . . . = P (yn) = 2013.

Wyznacz najwiȩksza̧ możliwa̧ wartość iloczynu kn.

Zadanie 3. Przez R oznaczmy zbiór liczb rzeczywistych. Znajdź wszystkie funkcje f : R→ R takie,
że

f(xf(y) + y) + f(−f(x)) = f(yf(x)− y) + y dla wszystkich x, y ∈ R.

Zadanie 4. Udowodnij, że dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych x, y, z zachodzi nastȩpuja̧ca
nierówność:

x3

y2 + z2
+

y3

z2 + x2
+

z3

x2 + y2
≥ x+ y + z

2
.

Zadanie 5. Dwóm przeciwległym wierzchołkom sześcianu przypisano liczby 0 i 2013, a pozostałym
sześciu pewne liczby rzeczywiste. Nastȩpnie każdej krawȩdzi tego sześcianu przypisano różnicȩ liczb
przypisanych jej końcom. Dla jakiego wyboru sześciu liczb suma kwadratów liczb przypisanych
krawȩdziom sześcianu jest najmniejsza?

Zadanie 6. Świȩty Mikołaj przyniósłgrupie n dzieci co najmniej n prezentów.

Dla i = 1, 2, . . . , n, jest wśród nich dokładnie xi > 0 prezentów, które i–te dziecko chciał oby dostać.
Speł niony jest warunek

1

x1
+ . . .+

1

xn
≤ 1.

Udowodnij, że Świȩty Mikołaj jest w stanie dać każdemu dziecku prezent, który je uszczȩśliwi.
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Zadanie 7. Na tablicy napisano dodatnia̧ liczbȩ całkowita̧. Gracze A i B graja̧ w nastȩpuja̧ca̧ grȩ:
w swoim ruchu gracz zastȩpuje liczbȩ n napisana̧ na tablicy liczba̧ n −m, gdzie m jest wybranym
przez niego dzielnikiem n spełniaja̧cym 1 < m < n. Gracze wykonuja̧ ruchy na przemian, zaczyna
gracz A. Przegrywa ten z graczy, który nie może wykonać ruchu. W zależności od liczby pocza̧tkowo
napisanej na tablicy rozstrzygnij, czy gracz B ma strategiȩ wygrywaja̧ca̧.

Zadanie 8. W saunie jest n pomieszczeń, z których każde może pomieścić dowolna̧ liczbȩ osób.
Mȩżczyzna i kobieta nie moga̧ jednocześnie korzystać z tego samego pomieszczenia. Ponadto mȩżczyźni
nie chca̧ dzielić pomieszczenia ze swoimi znajomymi, a kobiety nie chca̧ dzielić pomieszczenia z os-
obami, których nie znaja̧. Znajdź najwiȩksza̧ liczbȩ k taka̧, że dowolne k małżeństw może jed-
nocześnie korzystać z sauny, przy czym dwaj mȩżczyźni siȩ znaja̧ wtedy i tylko wtedy, gdy ich żony
siȩ znaja̧.

Zadanie 9. W pewnym kraju jest 2014 lotnisk, przy czym żadne trzy nie leża̧ w jednej linii. Miȩdzy
dwoma lotniskami jest bezpośredni lot wtedy i tylko wtedy, gdy linia przechodza̧ca przez te lotniska
dzieli kraj na dwie czȩści tak, że w każdej z nich jest po 1006 lotnisk. Wykaż, że dla dowolnych
dwóch lotnisk nie da siȩ rozpocza̧ć podróży w jednym z nich i zakończyć w drugim tak, aby każde z
2014 lotnisk odwiedzić dokładnie raz.

Zadanie 10. Pomalowany na biało trójka̧t równoboczny podzielono liniami równoległymi do boków
tego trójka̧ta na n2 przystaja̧cych trójka̧tów. Linia̧ trójka̧tów nazwiemy figurȩ złożona̧ ze wszystkich
trójka̧tów położonych miȩdzy pewnymi sa̧siednimi równoległymi liniami podziału. Trójka̧t narożny
także uznajemy za liniȩ trójka̧tów.

Naszym zadaniem jest pomalowanie trójka̧ta na czarno za pomoca̧ sekwencji nastȩpuja̧cych operacji:
wybieramy liniȩ trójka̧tów, która zawiera co najmniej jeden biał y trójka̧t, a nastȩpnie malujemy
ja̧ na czarno (Rysunek 1 przedstawia możliwa̧ sytuacjȩ po czterech operacjach dla n = 6; strzał ki
wskazuja̧ możliwe operacje). Znajdź najmniejsza̧ i najwiȩksza̧ możliwa̧ liczbȩ operacji.

Figure 1
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Zadanie 11. Dany jest trójka̧t ostroka̧tny ABC, w którym AC > AB. Niech punkt D bȩdzie
rzutem prostoka̧tnym punktu A na prosta̧ BC, a punkty E i F rzutami prostoka̧tnymi punktu D
odpowiednio na proste AB i AC. Niech G bȩdzie punktem przeciȩcia prostych AD i EF , a H drugim
punktem przeciȩcia prostej AD z okrȩgiem opisanym na trójka̧cie ABC. Udowodnij, że

AG ·AH = AD2 .

Zadanie 12. Dany jest taki trapez ABCD o podstawach AB i CD, że okra̧g opisany na trójka̧cie
BCD przecina prosta̧ AD w punkcie E różnym od A i D. Udowodnij, że okra̧g opisany na trójka̧cie
ABE jest styczny do prostej BC.

Zadanie 13. Dany jest czworościan, którego ściany sa̧ trójka̧tami prostoka̧tnymi. Ponadto wiadomo,
że trzy krawȩdzie tego czworościanu maja̧ tȩ sama̧ długość s. Oblicz objȩtość czworościanu.

Zadanie 14. Okrȩgi α i β maja̧ równe promienie i przecinaja̧ siȩ w dwóch punktach. Oznaczmy jeden
z tych punktów przez P . Odcinki AP i BP sa̧ średnicami okrȩgów odpowiednio α i β. Trzeci okra̧g
o tym samym promieniu przechodzi przez punkt P i przecina drugi raz okrȩgi α i β odpowiednio w
punktach X i Y . Wykaż, że proste XY i AB sa̧ równoległe.

Zadanie 15. Na płaszczyźnie dane sa̧ cztery okrȩgi o wspólnym środku. Promienie tych okrȩgów
tworza̧ rosna̧cy cia̧g arytmetyczny. Udowodnij, że nie istnieje kwadrat, którego każdy wierzchołek
leży na innym spośród tych okrȩgów.

Zadanie 16. Dodatnia̧ liczbȩ całkowita̧ nazywamy smakowita̧ jeśli istnieje taka liczba całkowita k,
1 < k < n, że

1 + 2 + · · ·+ (k − 1) = (k + 1) + (k + 2) + · · ·+ n.

Rozstrzygnij, czy istnieje smakowita liczba N spełniaja̧ca nierówności

20132013 <
N

20132013
< 20132013 + 4 .

Zadanie 17. Niech c i n bȩda̧ dodatnimi liczbami całkowitymi, przy czym c < n. Nauczyciel Marysi
napisałna tablicy n dodatnich liczb całkowitych. Rozstrzygnij, czy dla każdych n i c Marysia może
ustawić wypisane liczby w cia̧gu a1, . . . , an tak, aby iloczyn (a1−a2)·(a2−a3)·. . .·(an−1−an)·(an−a1)
byłpodzielny przez n lub dawałresztȩ c przy dzieleniu przez n.

Zadanie 18. Znajdź wszystkie pary liczb całkowitych (x, y) takie, że y3 − 1 = x4 + x2.

Zadanie 19. Niech a0 bȩdzie dodatnia̧ liczba̧ całkowita̧ oraz an = 5an−1 + 4 dla wszystkich n ≥ 1.
Czy można tak wybrać a0, żeby liczba a54 była wielokrotnościa̧ 2013?

Zadanie 20. Znajdź wszystkie takie wielomiany f o nieujemnych całkowitych współczynnikach, że
dla każdej liczby pierwszej p i dodatniej liczby całkowitej n istnieja̧ liczba pierwsza q i dodatnia
liczba całkowita m spełniaja̧ce równość f(pn) = qm.
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