Baltic Way Zadania
Riga 2013 9 November 2013, Riga, Latvia

-Polish version-

Czas pracy: 4 godziny i 30 minut.
Pytania mozna zadawaé w ciggu poczgtkowych 30 minut.
Dopuszczalne jest posiadanie jedynie przyboréw do pisania i rysowania.

Zadanie 1. Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Z tabeli
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nalezy wybraé¢ n liczb w taki sposéb, aby zadne dwie nie lezaly w tej samej kolumnie ani w tym
samym wierszu. Znajdz najwieksza mozliwa wartosé iloczynu tych n liczb.

Zadanie 2. Liczby caltkowite x1, xo, ..., Tk, Y1, Y2, ..., Yn S@ parami rézne, przy czym k,n > 1.
Wielomian P o wspotczynnikach catkowitych spelnia
P(z1) = P(x2) = ... = P(z) =54
oraz
P(y1) = P(y2) = ... = P(yn) = 2013.

Wyznacz najwicksza mozliwg wartosé iloczynu kn.

Zadanie 3. Przez R oznaczmy zbior liczb rzeczywistych. Znajdz wszystkie funkcje f: R — R takie,
ze

faf)+y)+ f(=f(2) = flyf(z) —y)+y  dla wszystkich z,y € R.
Zadanie 4. Udowodnij, ze dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych x, vy, z zachodzi nastepujaca

nieré6wnos$cé:
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Zadanie 5. Dwom przeciwleglym wierzchotkom sze$cianu przypisano liczby 0 i 2013, a pozostalym
szesciu pewne liczby rzeczywiste. Nastepnie kazdej krawedzi tego sze$cianu przypisano réznice liczb
przypisanych jej koricom. Dla jakiego wyboru szeSciu liczb suma kwadratéw liczb przypisanych
krawedziom sze$cianu jest najmniejsza?

Zadanie 6. Swiety Mikolaj przyniéstgrupie n dzieci co najmniej n prezentow.

Dlai=1,2,...,n, jest wsrod nich doktadnie z; > 0 prezentéw, ktore i—te dziecko chciat oby dostac.
Spel niony jest warunek
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x1 Tn

Udowodnij, ze Swiety Mikolaj jest w stanie da¢ kazdemu dziecku prezent, ktory je uszczesliwi.
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Zadanie 7. Na tablicy napisano dodatnig liczbe catkowita. Gracze A i B graja w nastepujaca gre:
w swoim ruchu gracz zastepuje liczbe n napisang na tablicy liczba n — m, gdzie m jest wybranym
przez niego dzielnikiem n spetniajacym 1 < m < n. Gracze wykonuja ruchy na przemian, zaczyna
gracz A. Przegrywa ten z graczy, ktory nie moze wykonaé¢ ruchu. W zaleznosci od liczby poczatkowo
napisanej na tablicy rozstrzygnij, czy gracz B ma strategie wygrywajaca.

Zadanie 8. W saunie jest n pomieszczen, z ktorych kazde moze pomiedci¢ dowolng liczbe oséb.
Mezczyzna i kobieta nie moga jednoczesnie korzystaé z tego samego pomieszczenia. Ponadto mezczyzni
nie chca dzieli¢ pomieszczenia ze swoimi znajomymi, a kobiety nie chca dzieli¢ pomieszczenia z os-
obami, ktérych nie znaja. ZnajdZ najwieksza liczbe k taka, ze dowolne k& malzenstw moze jed-
noczesnie korzysta¢ z sauny, przy czym dwaj mezczyzni sie znaja wtedy i tylko wtedy, gdy ich zony
sie znaja.

Zadanie 9. W pewnym kraju jest 2014 lotnisk, przy czym zadne trzy nie leza w jednej linii. Miedzy
dwoma lotniskami jest bezposredni lot wtedy i tylko wtedy, gdy linia przechodzaca przez te lotniska
dzieli kraj na dwie czesci tak, ze w kazdej z nich jest po 1006 lotnisk. Wykaz, ze dla dowolnych
dwdch lotnisk nie da sie rozpoczaé podrozy w jednym z nich i zakoriczyé w drugim tak, aby kazde z
2014 lotnisk odwiedzié¢ doktadnie raz.

Zadanie 10. Pomalowany na bialo tréjkat réwnoboczny podzielono liniami réwnolegltymi do bokow
tego tréjkata na n? przystajacych trojkatow. Linig trdjkgtéw nazwiemy figure zlozona ze wszystkich
trojkatow potozonych miedzy pewnymi sasiednimi réwnolegtymi liniami podziatu. Trojkat narozny
takze uznajemy za lini¢ trojkatow.

Naszym zadaniem jest pomalowanie tréjkata na czarno za pomoca sekwencji nastepujacych operacji:
wybieramy linie tréjkatow, ktora zawiera co najmniej jeden biat y trojkat, a nastepnie malujemy
ja na czarno (Rysunek 1 przedstawia mozliwg sytuacje po czterech operacjach dla n = 6; strzal ki
wskazuja mozliwe operacje). Znajdz najmniejsza i najwigksza mozliwg liczbe operacji.
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Figure 1
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Zadanie 11. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktorym AC > AB. Niech punkt D bedzie
rzutem prostokatnym punktu A na prosta BC, a punkty F i F' rzutami prostokatnymi punktu D
odpowiednio na proste AB 1 AC. Niech G bedzie punktem przeciecia prostych AD i EF, a H drugim
punktem przeciecia prostej AD z okregiem opisanym na trojkacie ABC. Udowodnij, ze

AG - AH = AD?.

Zadanie 12. Dany jest taki trapez ABCD o podstawach AB i CD, ze okrag opisany na tréjkacie
BCD przecina prosta AD w punkcie E réznym od A i D. Udowodnij, ze okrag opisany na trojkacie
ABE jest styczny do prostej BC.

Zadanie 13. Dany jest czworoscian, ktorego $ciany sa trojkatami prostokatnymi. Ponadto wiadomo,
ze trzy krawedzie tego czworoscianu maja te sama dtugosé s. Oblicz objetosé czworoscianu.

Zadanie 14. Okregi i maja rowne promienie i przecinaja sie w dwoch punktach. Oznaczmy jeden
z tych punktéw przez P. Odcinki AP i BP sg $rednicami okregéw odpowiednio a i 5. Trzeci okrag
0 tym samym promieniu przechodzi przez punkt P i przecina drugi raz okregi o i § odpowiednio w
punktach X i Y. Wykaz, ze proste XY i AB sa réwnolegle.

Zadanie 15. Na plaszczyZnie dane sa cztery okregi o wspélnym srodku. Promienie tych okregow
tworza rosnacy cigg arytmetyczny. Udowodnij, ze nie istnieje kwadrat, ktérego kazdy wierzchotek
lezy na innym sposréd tych okregéw.

Zadanie 16. Dodatnia liczbe calkowita nazywamy smakowitg jesli istnieje taka liczba catkowita k,
1<k<n,ze
1424+ (k-1 =(k+D+(k+2)+ - +n

Rozstrzygnij, czy istnieje smakowita liczba N spelniajaca nieréwnosci

N
2013%% < o < 201370 44

Zadanie 17. Niech cin beda dodatnimi liczbami calkowitymi, przy czym ¢ < n. Nauczyciel Marysi
napisalna tablicy n dodatnich liczb catkowitych. Rozstrzygnij, czy dla kazdych n i ¢ Marysia moze
ustawi¢ wypisane liczby w ciggu az, . . ., a, tak, aby iloczyn (a1 —asz)-(as—a3)-...-(an—1—ay)-(ap—ay)
bylpodzielny przez n lub dawalreszte ¢ przy dzieleniu przez n.

Zadanie 18. Znajdz wszystkie pary liczb calkowitych (x,y) takie, ze y® — 1 = 2* + 22

Zadanie 19. Niech ap bedzie dodatnia liczba catkowita oraz a, = 5an,—1 + 4 dla wszystkich n > 1.
Czy mozna tak wybraé ag, zeby liczba asq byla wielokrotnoscia 20137

Zadanie 20. Znajdz wszystkie takie wielomiany f o nieujemnych catkowitych wspotczynnikach, ze
dla kazdej liczby pierwszej p i dodatniej liczby catkowitej n istnieja liczba pierwsza ¢ i dodatnia
liczba catkowita m spelniajace rownosé f(p™) = ¢™.



