Baltic Way Uzduotys
Riga 2013 2013 m. lapkricio 9 d., Ryga, Latvija

-Lithuanian version-

Laikas: 4 val. 30 min.
Laikas klausimams: pirmosios 30 minuciy.
LeidzZiamos tik rasymo ir braizybos priemonés.

1 uzduotis. Duotas naturalusis skaic¢ius n. Lenteléje
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apibraukta n skai¢iy. Jokie du is ju néra vienoje eilutéje ar stulpelyje. Nustatykite didziausia galima
siy n skaiciy sandaugos reiksme.

2 uzduotis. Duotinaturalieji skaiciai k ir n bei skirtingi sveikieji skai¢iai x1, x2, ..., Tg, Y1, Y2, - - -, Yn-
Daugianaris P su sveikaisiais koeficientais tenkina lygybes

P(y1) = P(y2) = ... = P(yn) = 2013.

Raskite didziausia galima sandaugos kn reikSme.

3 uzduotis. Realiyjy skaiciy aibé zymima R. Raskite visas funkcijas f: R — R, tenkinancias lygybe
f@f(y) +y)+ f(=f(@) =fyf(z) —y)+y  subet kuriais z,y € R.

4 uZzduotis. Visiems teigiamiems realiesiems skaic¢iams x, y, z jrodykite nelygybe:

a3 y3 23 >x+y+z.

y2+22+22+$2+$2+y2_ 2

5 uZduotis. Dviejose priesingose kubo virsunése jrasyti skaiciai 0 ir 2013. Realieji skai¢iai turi buti
irasyti ir likusiose 6 virsunése. Tada kiekvienai kubo briaunai priskiriamas skaiciy, esanciy jos
galuose, skirtumas. Kokie skai¢iai turi buti jrasyti 6 virsunése, kad briaunoms priskirty skaiciy
kvadraty suma buty maziausia?

6 uzduotis. Kalédy Senelio maise yra maziausiai n dovany ir kiekvienas is n vaiky turi gauti dovana.
Zinoma, kad i-ajam vaikui (¢ia i € {1,2,...,n}) patinka 2; > 0 i Senelio turimy dovany. Be to,

galioja nelygybé
1 1

—+...+4—<1.
€1 Tn

Irodykite, kad Kalédy Senelis gali kiekvienam vaikui duoti po jam patinkancia dovana.
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7 uzduotis. Lentoje uzrasytas natiiralusis skaicius. Zaidéjai A ir B Zaidzia tokj zaidima: vienu
éjimu pasirenkamas toks lentoje uzrasyto skaiciaus n daliklis m, kad 1 < m < n, ir skaiéius n
lentoje pakeiciamas skai¢iumi n — m. Zaidéjas A pradeda zaidimg, ir tada Zaidéjai atlieka éjimus
pakaitomis. Zaidéjas, negalintis padaryti éjimo, pralaimi. Su kokiomis pradinio skai¢iaus reik§mémis
zaidéjas B turi pergalés strategija?

8 uzduotis. Kosminéje pirtyje yra n begaliniy kambariy. Kambaryje vienu metu gali buti tik vyrai
arba tik moterys. Vyrai, eidami j sig pirtj, sutinka buti viename kambaryje tik su tais vyrais, kuriy
nepazjsta, o moterys — tik su moterimis, kurias pazjsta (jei A pazjsta B, tai ir B pazjsta A). Raskite
tokj didziausia skaiciy k, kad bet kurios k sutuoktiniy pory gali vienu metu kaitintis Sioje pirtyje
(du vyrai pazjsta vienas kita tada ir tik tada, kai jy Zmonos pazjsta viena kita).

9 urduotis. Salyje yra 2014 miesty, jokie trys i$ jy néra vienoje ties¢je. Du miestus jungia tiesioginis
lektuvo reisas tada ir tik tada, kai abiejose tiesés, einancios per juos, pusése yra po 1006 miestus.
Irodykite, kad is jokio miesto nejmanoma léktuvu nuskristi j kita, kiekviename mieste pabuvojant
po lygiai viena karta.

10 uzduotis. Atkarpos, lygiagrecios balto taisyklingojo trikampio krastinems, dalija ji i n? lygiy

taisyklingojo trikampio formos langeliy. Langeliy eile sudaro visi langeliai, esantys tarp dvieju
gretimy lygiagreciy atkarpy (ja sudaro ir vienas kampinis langelis).
Vienu éjimu leidziama pasirinkti langeliy eile, kurioje yra bent vienas baltas langelis, ir nudazyti
jos visus langelius juodai (paveikslélyje 1 parodyta, kaip galéty atrodyti trikampis po keturiu éjimy,
kai n = 6; rodyklés zymi galimus tolimesnius ¢jimus). Per kiek maziausiai ir per kiek daugiausiai
éjimy jmanoma nudazyti visa trikampj?

\
LSS

1 pav.

11 uZduotis. Smailiojo trikampio ABC krastinés tenkina nelygybe AC' > AB. Taskas D yra tasko
A projekcija | atkarpa BC, o taskai E ir F yra atitinkamai tasko D projekcijos j atkarpas AB ir
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AC. Tiesés AD ir EF kertasi taske G. Apie trikampj ABC apibréztas apskritimas ir ties¢ AD
kertasi taskuose A ir H. [rodykite, kad

AG - AH = AD?.

12 uZduotis. Trapecijos ABCD pagrindai yra AB ir C'D. Apskritimas, apibréztas apie trikampj
BCD, ir tiesé AD kertasi taske F, nesutampanciame su taskais A ir D. Jrodykite, kad tiese BC
liedia apskritima, apibrézta apie trikampj ABE.

13 uZzduotis. Trikampés piramidés sienos yra statieji trikampiai. Trijy jos briauny ilgiai lygus s.
Raskite piramidés turj.

14 uZduotis. Du to paties spindulio apskritimai « ir 8 kertasi dviejuose taskuose, vienas is kuriy
yra taskas P. Pazyméti tokie taskai A ir B, kad AP ir BP yra atitinkamai apskritimy « ir 3
skersmenys. Trecias to paties spindulio apskritimas eina per tasks P, o apskritimus « ir 8 dar karta
kerta atitinkamai taskuose X ir Y.

Irodykite, kad tiesés XY ir AB lygiagrecios.

15 uzduotis. Plokstumoje duoti keturi apskritimai, turintys bendra centra. Juy spinduliai sudaro
grieztai didéjancia aritmetine progresija. Kiekviename apskritime pazyméta po taska. Irodykite,
kad tie taskai negali buti kvadrato virSunémis.

16 uZzduotis. Naturalyjj skaic¢iy n vadinsime Zaviu, jei egzistuoja toks naturalusis skaicius k, kad
l<k<nir
1424+ (k-1)=(k+1)+(k+2)+ - +n.

Ar egzistuoja zavus skaicius N, tenkinantis nelygybes

N
2013%1 < ooy < 20137 447

17 uzduotis. Duoti naturalieji skaiciai ¢ ir n > ¢. Marytés mokytojas lentoje uzrasé n naturaliyjuy
skaic¢iy. Ar tiesa, kad su bet kuriomis skaiCiy n ir ¢ reikSmémis Maryté gali visada tam tikra
tvarka pazymeéti mokytojo skaicius raidémis ai, ..., a, bei gauti cikline uzrasytyjy skaiciy skirtumy
sandaugg (a1 —a9) - (ag —ag) - ...  (apn—1 — ayn) - (an —ay), lygstancia moduliu n arba skaic¢iui 0, arba
skaiciui ¢?

18 uzduotis. Raskite visas tokias sveikyjy skai¢iy poras (z,y), kad y® — 1 = z* + 22.

19 uzduotis. Zinoma, kad ag yra naturalusis skai¢ius ir kad lygybé a,, = 5a,_1 + 4 galioja su visais
naturaliaisiais skai¢iais n. Ar gali as4 dalytis iS 2013 su kokia nors skaiciaus ag reiksSme?

20 uZzduotis. Raskite visus tokius daugianarius f su neneigiamais sveikaisiais koeficientais, kad bet
kuriems pirminiam skaic¢iui p ir naturaliajam skaiciui n galioja lygybé f(p") = ¢ su tam tikrais
pirminiu skai¢iumi ¢ ir naturaliuoju skai¢iumi m.



