Baltic Way Uzdevumi
Riga 2013 2013. gada 9. novembris, Riga, Latvija

--Latvian version--

Darba latks: 4 stundas un 30 minites.
Jautajumus drikst uzdot pirmo 30 minasu laika.
Izmantot drikst tikai rakstisanai un zimésanai paredzéetos rikus.

Uzdevums 1. Piepemsim, ka n ir pozitivs vesels skaitlis. Pienemsim, ka no tabulas
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izvelas n skaitlus ta, lai nevieni divi izveletie skaitli nebutu viena rinda vai viena kolonna. Noteikt,
kada ir lielaka iespéjama vertiba §o n skaitlu reizinajumam.

Uzdevums 2. Pienemsim, ka k un n ir pozitivi veseli skaitli un x1, x2, ..., g, Y1, Y2, ..., Yn it pa
pariem atskirigi veseli skaitli. Polinomam P ar veseliem koeficientiem izpildas
un
P(y1) = P(y2) = ... = P(yn) = 2013.
Noteikt lielako iespejamo vertibu reizinajumam kn.
Uzdevums 3. Ar R tiek apziméta visu redlo skaitlu kopa. Atrast visas funkcijas f: R — R, kuram
izpildas
faf) +y)+ f(=f(@) = flyf(x) —y)+y  visiem z,y € R.
Uzdevums 4. Pieradit, ka visiem pozitiviem realiem skaitliem z,y, z izpildas §ada nevienadiba:
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Uzdevums 5. Skaitli 0 un 2013 ir ierakstiti divas pretéjas kuba virsotnés. Paréjas 6 kuba virsotnés
jaieraksta kaut kadi reali skaitli. Uz katras kuba Skautnes tiks uzrakstita sis skautnes galapun-
ktos eso8o skaitlu starpiba. Kada gadijuma uz skautném uzrakstito skaitlu kvadratu summa bis
vismazaka?

Uzdevums 6. Ziemassvetku vecitim ir vismaz n davanas, kas paredzetas n bérniem. Zinams, ka

katram ¢ € {1,2,...,n}, i-tais bérns uzskata x; > 0 no tam par labam davanam. Piepemsim, ka
1 1
—4+...+—< 1.
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Pieradit, ka Ziemassvetku vecitis var iedot katram bérnam pa davanai ta, ka katrs berns sanem
davanu, ko vins uzskata par labu.
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Uzdevums 7. Uz tafeles uzrakstits pozitivs vesels skaitlis. A un B spele sadu spéli: katra gajiena
speletajs izvélas uz tafeles esosa skaitla n dalitaju m un aizstdj n ar n — m. Spelétaji gajienus
izdara parmainus, A izdara pirmo gijienu. Spélétajs, kuram nav iespéjama gajiena, zaudé spéli.
Pie kadiem sakotnéjiem skaitliem spéletajam B ir uzvarosa stratégija?

Uzdevums 8. Sauni ir n istabas, katrai no kuram ir neierobezota ietilpiba. Neviena istaba nevar
vienlaikus bt virietis un sieviete. Viriesi grib biit viena istaba tikai ar virieSiem, ar kuriem vini
nav savstarpe€ji pazistami un sievietes - tikai ar sievietem, ar kuram vinas ir pazistamas. Noteikt
lielako k, kuram k laulati pari var vienlaikus apmeklét saunu, ja zinams, ka divi viriesi pazist viens
otru tad un tikai tad, ja vinu sievas pazist viena otru.

Uzdevums 9. Valsti ir 2014 lidostas un nevienas tris no tam nav uz vienas taisnes. Divas lidostas
savieno tiess reiss tad un tikai tad, ja taisne caur §im divam lidostam sadala valsti divas dalas, katra
no kuram ir 1006 lidostas. Pieradit, ka nav divu lidostu ar ipa&ibu, ka no pirmas var aizlidot uz
otru, apmeklejot katru no 2014 lidostam tiesi vienreiz.

Uzdevums 10. Balts vienadmalu trijstaris ir sadalits n? vienados mazakos trijstaros, izmantojot
taisnes, kas paralélas trijstira malam. Par trijstaru rindu nosauksim visu to trijstaru kopu, kas
atrodas starp divam blakuseso$am paralélam taisném, kas veido trijstiru rezgi. Viens stiirl esoss
trijstaris ari tiek uzskatits par trijstiru rindu.

Mes gribam nokrasot visus trijstirus melnus ar §addu darbibu virkni: izvélamies trijstiru rindu,
kas satur vismaz vienu baltu trijstiiri un parkrasojam visus $is rindas trijstiirus melnus (piemérs ar
iespéjamu situaciju péc cetriem gajieniem pie n = 6 paradits 1. attéla; bultinas parada iespéjamos
variantus nakoSajam gajienam). Atrast mazako un lielako iespéjamo darbibu skaitu, péc kura visi
trijstari bias melni.
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Uzdevums 11. Dots saurlenka trijsturis ABC ar AC' > AB. Ar D apzimeésim A projekciju uz BC
un ar E un F apzimésim D projekcijas uz AB un AC, attiecigi. Ar G apzimésim taisnu AD un
EF krustpunktu. Ar H apzimésim otru taisnes AD krustpunktu ar trijstira ABC apvilkto rinka
liniju. Pieradit, ka

AG - AH = AD*.

Uzdevums 12. Trapece ABCD ar pamatiem AB un CD ir tada, ka trijstara BC' D apvilkta rinka
linija krusto taisni AD punkta F, kas atskiras no A un D. Pieradit, ka trijstira ABE apvilkta
rinka linija pieskaras taisnei BC.

Uzdevums 13. Visas tetraedra skaldnes ir taisnlepka trijsturi. Ir zinams, ka trim no tetraedra
maldm ir vienads garums s. Atrast tetraedra tilpumu.

Uzdevums 14. Rinka lmijas o un £ ar vienddu radiusu krustojas divos punktos, viens no kuriem
ir P. Ar A un B apzimésim, attiecigi, punktam P diametriali pretéjos punktus uz rinka linijam «
un 5. Tresa rinka linija ar tadu pasu radiusu iet caur P un krusto o un 3 attiecigi punktos X un
Y.

Pieradit, ka taisnes XY un AB ir paralélas.

Uzdevums 15. Cetram rinka linijam, kas atrodas viena plakné, ir viens un tas pats centrs. Rinka
liniju radiusi veido stingri augosu aritmetisku progresiju. Pieradit, ka nav kvadrata, kuram katra
virsotne atrodas uz citas rinka linijas.

Uzdevums 16. Pozitivu veselu skaitli n sauc par skaistu, ja eksiste vesels skaitlis k, 1 < k < n,
kuram

1424+ (k-1)=(k+1)+(k+2)+ - +n.

Vai eksiste skaists skaitlis N, kuram izpildas

N
20132013 < 013905 < 20132013 1 4 7

Uzdevums 17. Pienemsim, ka ¢ un n > c ir pozitivi veseli skaitli. Marijas skolotajs uzraksta uz
tafeles n pozitivus veselus skaitlus. Vai ir taisniba, ka visiem n and ¢, Marija var apzimeét skolotaja
uzrakstitos skaitlus ar aq, ..., a, ta, lai cikliskais reizindjums (aq —a2) - (a2 —asz) ... (ap—1 —an) -
(an, — a1) butu kongruents ar 0 vai ar ¢ péc modula n?

Uzdevums 18. Atrast visus veselu skaitlu parus (z,y), kuriem y3 — 1 = 2 + 2.

Uzdevums 19. Pienemsim, ka ag ir pozitivs vesels skaitlis un a, = ba,—1 + 4, visiem n > 1. Vai
var aq izveléties ta, lai asq dalitos ar 20137

Uzdevums 20. Atrast visus polinomus f ar nenegativiem veseliem koeficientiem un Tpasibu, ka
visiem pirmskaitliem p un pozitiviem veseliem skaitliem n eksisté pirmskaitlis ¢ un pozitivs vesels
skaitlis m, kuriem izpildas f(p") = ¢™.



