
Darba laiks: 4 stundas un 30 minûtes.

Jautâjumus drîkst uzdot pirmo 30 minûðu laikâ.

Izmantot drîkst tikai rakstîðanai un zîmçðanai paredzçtos rîkus.

Uzdevums 1. Pieòemsim, ka n ir pozitîvs vesels skaitlis. Pieòemsim, ka no tabulas

0 1 · · · n− 1
n n+ 1 · · · 2n− 1
...

...
. . .

...
(n− 1)n (n− 1)n+ 1 · · · n2 − 1

izvçlas n skaitïus tâ, lai nevieni divi izvçlçtie skaitïi nebûtu vienâ rindâ vai vienâ kolonnâ. Noteikt,
kâda ir lielâkâ iespçjamâ vçrtîba ðo n skaitïu reizinâjumam.

Uzdevums 2. Pieòemsim, ka k un n ir pozitîvi veseli skaitïi un x1, x2, . . . , xk, y1, y2, . . . , yn ir pa
pâriem atðíirîgi veseli skaitïi. Polinomam P ar veseliem koeficientiem izpildâs

P (x1) = P (x2) = . . . = P (xk) = 54

un
P (y1) = P (y2) = . . . = P (yn) = 2013.

Noteikt lielâko iespçjamo vçrtîbu reizinâjumam kn.

Uzdevums 3. Ar R tiek apzîmçta visu reâlo skaitïu kopa. Atrast visas funkcijas f : R→ R, kurâm
izpildâs

f(xf(y) + y) + f(−f(x)) = f(yf(x)− y) + y visiem x, y ∈ R.

Uzdevums 4. Pierâdît, ka visiem pozitîviem reâliem skaitïiem x, y, z izpildâs ðâda nevienâdîba:

x3

y2 + z2
+

y3

z2 + x2
+

z3

x2 + y2
≥ x+ y + z

2
.

Uzdevums 5. Skaitïi 0 un 2013 ir ierakstîti divâs pretçjâs kuba virsotnçs. Pârçjâs 6 kuba virsotnçs
jâieraksta kaut kâdi reâli skaitïi. Uz katras kuba ðíautnes tiks uzrakstîta ðîs ðíautnes galapun-
ktos esoðo skaitïu starpîba. Kâdâ gadîjumâ uz ðíautnçm uzrakstîto skaitïu kvadrâtu summa bûs
vismazâkâ?

Uzdevums 6. Ziemassvçtku vecîtim ir vismaz n dâvanas, kas paredzçtas n bçrniem. Zinâms, ka
katram i ∈ {1, 2, . . . , n}, i-tais bçrns uzskata xi > 0 no tâm par labâm dâvanâm. Pieòemsim, ka

1

x1
+ . . .+

1

xn
≤ 1.

Pierâdît, ka Ziemassvçtku vecîtis var iedot katram bçrnam pa dâvanai tâ, ka katrs bçrns saòem
dâvanu, ko viòð uzskata par labu.
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Uzdevums 7. Uz tâfeles uzrakstîts pozitîvs vesels skaitlis. A un B spçlç ðâdu spçli: katrâ gâjienâ
spçlçtâjs izvçlas uz tâfeles esoðâ skaitïa n dalîtâju m un aizstâj n ar n − m. Spçlçtâji gâjienus
izdara pârmaiòus, A izdara pirmo gâjienu. Spçlçtâjs, kuram nav iespçjama gâjiena, zaudç spçli.
Pie kâdiem sâkotnçjiem skaitïiem spçlçtâjam B ir uzvaroða stratçìija?

Uzdevums 8. Saunâ ir n istabas, katrai no kurâm ir neierobeþota ietilpîba. Nevienâ istabâ nevar
vienlaikus bût vîrietis un sieviete. Vîrieði grib bût vienâ istabâ tikai ar vîrieðiem, ar kuriem viòi
nav savstarpçji pazîstami un sievietes - tikai ar sievietçm, ar kurâm viòas ir pazîstamas. Noteikt
lielâko k, kuram k laulâti pâri var vienlaikus apmeklçt saunu, ja zinâms, ka divi vîrieði pazîst viens
otru tad un tikai tad, ja viòu sievas pazîst viena otru.

Uzdevums 9. Valstî ir 2014 lidostas un nevienas trîs no tâm nav uz vienas taisnes. Divas lidostas
savieno tieðs reiss tad un tikai tad, ja taisne caur ðîm divâm lidostâm sadala valsti divâs daïâs, katrâ
no kurâm ir 1006 lidostas. Pierâdît, ka nav divu lidostu ar îpaðîbu, ka no pirmâs var aizlidot uz
otru, apmeklçjot katru no 2014 lidostâm tieði vienreiz.

Uzdevums 10. Balts vienâdmalu trijstûris ir sadalîts n2 vienâdos mazâkos trijstûros, izmantojot
taisnes, kas paralçlas trijstûra malâm. Par trijstûru rindu nosauksim visu to trijstûru kopu, kas
atrodas starp divâm blakusesoðâm paralçlâm taisnçm, kas veido trijstûru reþìi. Viens stûrî esoðs
trijstûris arî tiek uzskatîts par trijstûru rindu.

Mçs gribam nokrâsot visus trijstûrus melnus ar ðâdu darbîbu virkni: izvçlamies trijstûru rindu,
kas satur vismaz vienu baltu trijstûri un pârkrâsojam visus ðîs rindas trijstûrus melnus (piemçrs ar
iespçjamu situâciju pçc èetriem gâjieniem pie n = 6 parâdîts 1. attçlâ; bultiòas parâda iespçjamos
variantus nâkoðajam gâjienam). Atrast mazâko un lielâko iespçjamo darbîbu skaitu, pçc kura visi
trijstûri bûs melni.

1. att.
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Uzdevums 11. Dots ðaurleòía trijstûris ABC ar AC > AB. Ar D apzîmçsim A projekciju uz BC
un ar E un F apzîmçsim D projekcijas uz AB un AC, attiecîgi. Ar G apzîmçsim taiðòu AD un
EF krustpunktu. Ar H apzîmçsim otru taisnes AD krustpunktu ar trijstûra ABC apvilkto riòía
lîniju. Pierâdît, ka

AG ·AH = AD2 .

Uzdevums 12. Trapece ABCD ar pamatiem AB un CD ir tâda, ka trijstûra BCD apvilktâ riòía
lînija krusto taisni AD punktâ E, kas atðíiras no A un D. Pierâdît, ka trijstûra ABE apvilktâ
riòía lînija pieskaras taisnei BC.

Uzdevums 13. Visas tetraedra skaldnes ir taisnleòía trijstûri. Ir zinâms, ka trim no tetraedra
malâm ir vienâds garums s. Atrast tetraedra tilpumu.

Uzdevums 14. Riòía lînijas α un β ar vienâdu râdiusu krustojas divos punktos, viens no kuriem
ir P . Ar A un B apzîmçsim, attiecîgi, punktam P diametriâli pretçjos punktus uz riòía lînijâm α
un β. Treðâ riòía lînija ar tâdu paðu râdiusu iet caur P un krusto α un β attiecîgi punktos X un
Y .

Pierâdît, ka taisnes XY un AB ir paralçlas.

Uzdevums 15. Èetrâm riòía lînijâm, kas atrodas vienâ plaknç, ir viens un tas pats centrs. Riòía
lîniju râdiusi veido stingri augoðu aritmçtisku progresiju. Pierâdît, ka nav kvadrâta, kuram katra
virsotne atrodas uz citas riòía lînijas.

Uzdevums 16. Pozitîvu veselu skaitli n sauc par skaistu, ja eksistç vesels skaitlis k, 1 < k < n,
kuram

1 + 2 + · · ·+ (k − 1) = (k + 1) + (k + 2) + · · ·+ n.

Vai eksistç skaists skaitlis N , kuram izpildâs

20132013 <
N

20132013
< 20132013 + 4 ?

Uzdevums 17. Pieòemsim, ka c un n > c ir pozitîvi veseli skaitïi. Marijas skolotâjs uzraksta uz
tâfeles n pozitîvus veselus skaitïus. Vai ir taisnîba, ka visiem n and c, Marija var apzîmçt skolotâja
uzrakstîtos skaitïus ar a1, . . . , an tâ, lai cikliskais reizinâjums (a1 − a2) · (a2 − a3) · . . . · (an−1 − an) ·
(an − a1) bûtu kongruents ar 0 vai ar c pçc moduïa n?

Uzdevums 18. Atrast visus veselu skaitïu pârus (x, y), kuriem y3 − 1 = x4 + x2.

Uzdevums 19. Pieòemsim, ka a0 ir pozitîvs vesels skaitlis un an = 5an−1 + 4, visiem n ≥ 1. Vai
var a0 izvçlçties tâ, lai a54 dalîtos ar 2013?

Uzdevums 20. Atrast visus polinomus f ar nenegatîviem veseliem koeficientiem un îpaðîbu, ka
visiem pirmskaitïiem p un pozitîviem veseliem skaitïiem n eksistç pirmskaitlis q un pozitîvs vesels
skaitlis m, kuriem izpildâs f(pn) = qm.
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