Baltic Way Tehtavat

Riga 2013 9. marraskuuta 2013, Riika, Latvia

-Finnish version-

Aikaa on 4 tuntia 30 minuuttia.
Ensimmdisten 30 minuutin aitkana voi esittdda kysymyksid.
Ainoat sallitut tyévdlineet ovat kirjoitus- ja piirustusvdlineet.

Tehtava 1. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Oletetaan, ettd n lukua valitaan taulukosta
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joista mitkadn kaksi eivat ole samalla rivilla tai sarakkeella. Ma#ritd naiden n luvun suurin mah-
dollinen tulo.

Tehtava 2. Olkoot k ja n positiivisia kokonaislukuja ja x1,x2, ..., Tk, Y1, Y2, - - . Yn keskendén erisu-
uria kokonaislukuja. Kokonaislukukertoimisella polynomilla P patee
P(z1) = P(x2) = ... = P(z) =54
ja
P(y1) = P(y2) = ... = P(yn) = 2013.

Maarita lausekkeen kn suurin mahdollinen arvo.
Tehtava 3. Merkitddn reaalilukujen joukkoa symbolilla R. Méaaritd kaikki funktiot f: R — R niin,
etta
f@fy) +y)+ f(=f(2) =Fflyf(z) —y)+y  kaikillaz,y € R.
Tehtiava 4. Todista, ettd seuraava epayhtalo péatee kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla x, y, z:

3 3 3
T Y z >m+y+z.

y2+22+22+x2+x2+y2_ 2

Tehtidva 5. Luvut 0 ja 2013 kirjoitetaan kuution vastakkaisiin kérkiin. Jaljella oleviin kuuteen karkeen
kirjoitetaan jotkin reaaliluvut. Jokaiseen kuution sdrmédn kirjoitetaan sen péitepisteissa olevien
lukujen erotus. Milloin sdrmille kirjoitettujen lukujen neliGiden summa on pienin mahdollinen?

Tehtéva 6. Joulupukilla on ainakin n lahjaa n lapselle. Jokaisella ¢ € {1,2,...,n}, i:s lapsi pitaa
x; > 0 eri lahjasta. Oletetaan, etta

Todista, etta joulupukki voi antaa jokaiselle lapselle lahjan, josta tdmé pitéaa.
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Tehtava 7. Liitutaululle on kirjoitettu positiivinen kokonaisluku. Pelaajat A ja B pelaavat seuraavaa
pelia: vuorollaan pelaaja valitsee taululla olevan luvun n tekijan m, jolle 1 < m < n, ja korvaa luvun
n luvulla n — m. Pelaaja A aloittaa ja pelaajat vuorottelevat. Pelaaja, joka ei voi siirtad, havida.
Milld ensimmaisilla luvuilla pelaajalla B on voittostrategia?

Tehtdva 8. Saunassa on n huonetta, joissa on rajattomasti tilaa. Yhdessidkadn huoneessa ei voi olla
samanaikaisesti miestéd ja naista. Liséksi miehet haluavat saunoa samassa huoneessa vain sellaisten
miesten kanssa, joita eivat tunne, ja naiset haluavat saunoa samassa huoneessa vain sellaisten naisten
kanssa, joita tuntevat. Etsi suurin luku k, jolle k£ avioparia voi kiyda saunassa yhta aikaa olettaen,
ettd kaksi miestéd tuntee toisensa, jos ja vain jos heiddn vaimonsa tuntevat toisensa.

Tehtava 9. Maassa on 2014 lentokenttdd, joista mitkdén kolme eivit ole samalla suoralla. Kahden
lentokentéan vililla on suora lento, jos ja vain jos naiden lentokenttien vélinen suora jakaa maan kah-
teen osaan, joissa kummassakin on 1006 lentokenttaé. Osoita, ettei ole olemassa kahta lentokenttad
niin, etta toisesta padsee toiseen lentoreittia, joka kulkee jokaisen 2014 lentokentén kautta tdsmalleen
kerran.

Tehtsivd 10. Valkoinen tasasivuinen kolmio jaetaan n? yhtésuureen pienenpiin kolmioon suorilla,
jotka ovat yhdensuuntaisia kolmion sivujen kanssa. Kutsutaan kolmiojonoksi kaikkia kolmioita, jotka
ovat kahden viereisen yhdensuuntaisen suoran valissd. Erityisesti alkuperéisen kolmion kulmassa
oleva kolmio on myds kolmiojono.

Varitetdan kaikki kolmiot mustiksi kdyttamalla seuraavanlaisia operaatioita: valitaan kolmiojono,
jossa on ainakin yksi valkoinen kolmio ja véritetddn se mustaksi (mahdollinen tilanne tapaukses-
sa n = 6 neljan operaation jélkeen on esitetty kuvassa 1; nuolet kuvaavat mahdollisia seuraavia
operaatioita téssi tilanteessa). M&érita pienin ja suurin operaatioiden mahdollinen maara.
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Tehtava 11. Terdvakulmaisessa komiossa ABC, jossa AC > AB, olkoon D pisteen A projektio
sivulle BC. Olkoot F ja F pisteen D projektiot sivuille AB ja AC. Olkoon G suorien AD ja EF
leikkauspiste. Olkoon H suoran AD ja kolmion ABC ympéripiirretyn ympyran toinen leikkauspiste.
Todista, etta

AG - AH = AD?.

Tehtava 12. Olkoon ABC'D puolisuunnikas, jossa AB||C'D. Oletetaan, ettd kolmion BC'D ympéripiirretty
ympyra leikkaa suoran AD pisteessid E, joka eroaa pisteistd A ja D. Todista, ettd suora BC' sivuaa
kolmion ABFE ympéripiirrettyd ympyraé.

Tehtava 13. Tetraedrin kaikki tahkot ovat suorakulmaisia kolmioita. Tiedetdén, ettd kolmella sen
sdrmistd on sama pituus s. Maarita tetraedrin tilavuus.

Tehtava 14. Samanséiteiset ympyrit o ja 0 leikkaavat kahdessa pisteessé, joista toinen on P. Olkoot
A ja B pisteen P vastaiset pisteet ympyroilld « ja 5, tdssd jarjestyksessid. Kolmas samanséteinen
ympyra kulkee pisteen P kautta, ja leikkaa ympyrét o ja [ pisteissd X ja Y, tédssd jarjestyksessa.

Osoita, ettd suorat XY ja AB ovat yhdensuuntaiset.

Tehtava 15. Tasoon on piirretty neljd samankeskistd ympyraé, joiden sidteet muodostavat aidosti
kasvavan aritmeettisen jonon. Todista, ettd ei ole olemassa neliota, jonka karkipisteet sijaitsevat eri
ympyroilla.

Tehtava 16. Kutsutaan positiivista kokonaislukua n miellyttivdksi, jos on olemassa kokonaisluku k,
1 < k < n, siten, etta

1424+ k-D=G(k+D+k+2)+ - +n.

Onko olemassa miellyttavaa lukua IV, jolle pétee

20132013 < < 20132913 4 42

20132013

Tehtava 17. Olkoot ¢ ja n > ¢ positiivisia kokonaislukuja. Maryn opettaja kirjoittaa taululle n
positiivista kokanaislukua. Pitdako paikkansa kaikilla n ja c, etta

Mary voi aina valita opettajan kirjoittamille luvuille jarjestyksen aq,...,a, niin, ettd syklinen tulo
(a1 —az)-(ag—as)-...-(ap—1 —ap) - (an, —a1) on kongruenttia toisen luvuista 0 tai ¢ kanssa modulo
n?

Tehtivi 18. Maiiritd kaikki kokonaislukuparit (x,%), joille 32 — 1 = 2* + 22,

Tehtava 19. Olkoon agp = a > 0 kokonaisluku ja a,, = 5a,—1 + 4 kaikilla n > 1. Voidaanko a valita
niin, ettd as4 on luvun 2013 monikerta?
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Tehtava 20. Maarita kaikki polynomit f, joiden kertoimet ovat epdnegatiivisia kokonaislukuja siten,
ettd kaikilla alkuluvuilla p ja positiivisilla kokonaisluvuilla n on olemassa alkuluku ¢ ja positiivinen
kokonaisluku m siten, ettd f(p™) = ¢™.



